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* STICHTING

MATHEMATISCH CENTRUM

_ 2e BOERHAAVESTRAAT 49 MG 1
AMSTERDAM-O. lase(ss

Colloguium Meetkunde der getallen

Inleidende voordracht op 24 oktober 1958
door

Dr C.G. Lekkerkerker

1., In de meetkunde der getallen heeft men in eerste instantie
te maken met probleemstellingen van de volgende aard: zijn er gehele
getallen Ugs Upseeas Upys niet alle o, die voldoen aan een ongeli jk-
heid }F(u)}:]F(uq,ug,...,un))é'K , waarbij F een gegeven (homogene)
functie van n veranderlijken is en A een positief getal is. Deze
vraag is aequivalent met de vraag of het gebied K, =-{X}‘F(x)‘§ X}
in de n-dimensionale, cartesische ruimte Rn een roosterpunt
uz(uq,uz,...,un)¥o bevat,

Het historisch belangrijkste geval is dat van een positief
definiete kwadratische vorm

(1) Q(x) = E;; z;;zainlxj )

Zo'n vorm 1s te schrijven als som van n kwadraten.

(2) A(x) = (b, X, +.. .40, % )2+...+(b X, +...+b__Xx

)2
1171 1M n . ni*1" ' n

Verder stelt Q(x)s A cen ellipsoide in R, voor, met middelpunt in
0; het is dus een begrensd, convex lichaam, met middelpunt in de
oorsprong o (o-symmetrisch). Voor zulke lichamen heeft Minkowski

de volgende fundamentele stelling bewezen: )
Stelling. Zi1j K een begrensd, convex, o-symmetrisch lichaam in Rn’
Laat K volume > 2" hebben. Dan bevat K een roosterpunt us o,

Past men deze stelling toe op ellipsoiden, dan vindt men.dat
in het bovenstaande probleem niet-triviaal oplosbaar is
Q(u) & 4wn"2/an/n, waarin wn='mn/2/{”(1+ %) de inhoud van de een-
heidsbol in Rn is en D de co&fficié&ntendeterminant van de kwadra-
tische vorm Q(x) 1is. ’

2. We willen algemeen de homogene functies van graad 1 karak-
teriseren die tot begrensde, convexe, o-symmetrische lichamen lei-
den, We gebrulken vectornotatie: x+y, 7\K,;enz.”Zij nog eens Q(x)
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een positief definiete kwodratische vorm en stellen we VQ(x)=f(x).
Dan heeft f(x) de volgende eigenschappen:

1. f(x)& 0 en =0 nlleen als x=0

2. f{-x) = £(x) (even)

3. f(Ax) =Xf(x) als A>0 (homogeen van graad 1)
b, f(x+y) s £(x) + £(y) (driechoeksongell jkheid)
5. £(x) is eindigwaardig.

De eigenschap 4. volgt door Q(x) te schrijven als som van kwadra-
ten, stel S:Eia, en de driehoeksongelijkheld voor de gewone, eucli-
discne afstand op te schrijven:

V S (x,7)° s\/Z'figf . \/:[—“E .

We beschouwen nu algemeen een functie f(x) die aan de eisen
1-5 voldoet, Uit 3-5 volgt dat f(x) begrensd is op de (hyper)kubus:
lxi)§’1(1ﬂ1,2,...,n), of wel op de eenheidsbol, en zelfs dat f(x)
continu is., Zij nu K = {x ’f(x} §’l} . Dan geldt:

a. als x€K, dan ook -x €K

b. als X €K en y €K, dan ook ¥ x+(1-v")y € K voor 0 g5
c. 0 1s inwendlig punt van K

d. K 1s begrensd.

D.w.z. K is een o-symmetrisch, convex, begrensd lichaam met o als
inwendig punt. Hierbij is b. een gevolg van 3, en 4., volgt ¢. uit
de begrensdheid van f(x) op de eenneldsbol en berust d. op het

feit dat f(x) een positief minimum heeft op de rand van de eenheids-
bol (1. en de continuTteit van £(x)). Wegens de continulteit van
f(x) is K ook gesloten.

Omgekeerd geldt: als een lichaam K voldoet aan de eisen a-d,
dan 1is er een functie f(x) die voldoet aan 1-5, zodanlg dat de ver-
zameling {x | £(x) g 1} de afsluiting K van K is. Om dit in te zien
defini¥re men f(x) voor x#o als volgt: :

(3) f(x) = inf A , met x € ZK,

We noemen cen functic £(x) dic aan 1-5 voldoct ¢un convexe
afstandsfunctic (Minkowskischc motrick). Het is duidelijk dat voor
verschillende A de lichamen {x | £(x)§ X} homothctiseh zijn. Het
volumc van zo'n lichaam is gelijk aan A maal het volume van het
ijklichaam K= {x | £(x) 8 ﬁ}'. De stelling van Minkowski kan nu ook
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als volgt uitgedrukt worden:

Stelling. Zij f(x) cen convexe afstandsfunctie (op Rn) en zij J
het volume van het ijklichaam {x | £(x) §’1} . Dan 1s ¢r cen rooster-
punt ufo met £(u)€n, als maar ADJ > 27,

3. Zij weer f(x) cen continue afstandsfunctie, behorende bij
een lichaam K, Zij Kq de klcinste waarde die f(x) aanneemt voor
een roosterpunt ufo (homogcen minimum). Dan volgt uit de laatste
stelling onmiddellijk dat

(4) ZJ%IgEn.

Deze betrekking kan gegencraliscerd worden, Zij Xi het klelnste
positlieve getal, waarvoor er tenminste 1 onafhankelijJke rooster-
punten u zijn metﬂf(u)giki, of wel ULe)iK (i=1,2,...,n). Zulke ge-
tallen zijn er, omdat ecn willekeurig roosterpunt u voor voldoend
grote waarden van A in AK ligt. Het is verder duidelijk dat

A, RN I é>hf Er geldt nu

n
(5) A Ngeee AT s20

De getallen ki heten de successieve minima van K,

De betrekkingen (4) en (5) kunnen niet verscherpt worden,
Neemt men b,v., voor K de kubus lxil £1 (i=1,2,...,n), dan hebben
n . .

we X1=)2—...=Xn~1 en J=2 ., In dit geval is f(x):mgx]xil.

4, We beschouwen raosterstapelingcen van o-symmetrische, con-

vexe lichamen, Voor ecn willekeurig o-symmetrisch, convex lichaam
K en cen willekeurig roosterpunt u geven we met K+u aan het lichaam
dat uit K ontstaat door verplaatsing over de vector u. Onderstel
cens dat K met één der lichamen K+u (usfo) een punt x gemeen heeft.
Dan is dus x €K en x € K+u, dus x-u €&K. Wegens dc¢ o-symmetrie van K
is ook u-x € XK. Wegens de convexitelt van K is dan

\!
o

x+5(u-x) = su €K, dus ué€ 2K.

Als omgekeerd u €2K, dan is 3u €KX en ook -fu €K, dus 3u €K+u.

We merken verder op: als K met géén der lichamen K+u een punt
gemeen heeft, dan hebben ook de lichamen K+u twee aan twee géén
punt gemeen, m.a.w, dan 1s het stelsel lichamen {K+u}» "gestapeld".
We hebben hiermee gevonden: het stelsel lichamen {K+u} is dan en
slechts dan gestapeld, als het lichaam 2K geen roosterpunt ufo be~
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vat, Dit betekuent ook dat wX de bovenste grens is van de getal-
len A>0, waarvoor {7\K+u5 pgn stapuling is.

5. Naast de stapelingen kunnen we ook overdekkingen beschou-

wen, Z1J weer K cen o-symmetrisch, convex lichaam en onderstel
dat d¢ ruimte Rn ovurdekt wordt door de lichamen K+u (u ecn
roosterpunt), Zij x cen willckeurig punt, Dan is er een rooster-
punt u met x € K+u, dus x-u €K, Voor d¢ bijbehorende afstands-
functic r(x) betikent dit dat bily e¢lk punt X €R_ een punt X' be-
staat, zodanip dat

f(x')$1 ¢n xi&)%_(mod'ﬁ) voor i=1,2,...,n .

Als omgckeerd deze elgenschap geldt, dan geven de lichamen K+u
cen overdekking van de ruimte.

We verstaan nu onder het inhomogence minimum van een gegeven
convexe afstandsfunctiec f(x) het kleinste gctal 6, >0 met de vol-
gende elgenschap: bij ¢lk punt )<:€Rn bestaat cen punt x' met

(6) f(x') & 6, en xiExi(

Dit getal %, is tevens de onderste grens van de getallen 6 >0,

mod 1) voor i=1,2,...,n .

waarvoor de ruimtc overdekt wordt door de lichamen 6 K+u,

6. Voor dc grootheld Gb geldt een soort analogon van de stel-
ling van Minkowskl, en wel in het bijzonder een analogon van de
ongelijkheid (4). We hebben nl.

(7) @O‘“Jgﬂ.

Maar we zijn doorgaans meer geintercessecerd in bovengrenzen voor
G- Zo'n bovengroens wordt b,v., geleverd door de volgende relatie
van Jarnik:

(8) 6, 83Ot n )

Het venvoudlgste geval, waaraan we deze relatie kunnen illustre-
ren, 1s dat alle hi gelijk aan 1 zijn en dat een stelsel van n on-
afhankeli jke roosterpunten in K gegeven wordt door de punten

<1) (2 ),... ¢(0) pep (2 )S(J%i’ﬁéi”"’551)5 in dat geval bevat
X de kubus lxil$1/h (i=1,2,...,n) ¢n dus %K een kubus met ribbau

lengte 1 en ribben evenwijdig aan de coBrdinaatassen, . )

i
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Uit (8) kan mcn onder gebruikmaking van (5) een bovengrens
voor Gb aflciden, dic alleen van J en het homogene minimum Xq af-
hangt. En wel volgt uit (5), (8) en de triviale ongelljkheden
)x,]ékgé °"é>\n dat
(9) & ¢ {1+(n-q)(>\ /205 b (/)P e =) N e 2

0 1 g 1 2 ™M
Men merke op dat de uitdrukking (Xq/z)nJ hoogstens 1 is, wegens
(4). Formule (9) weerspiegelt het feit dat het inhomogene minimum
des te groter is, naarmate het homogene minimum l1 kleiner 1is,.

Hlawka wcet (9) te verscherpen tot

(10) G‘Og—é—?\q -{[(2/>\,])“J""]+ 1}.

De bewiljsmethode bestaat in het toepassen van de stelling van Min-
kowski op ccn geschikt gekozen convex lichaam in Rn+1.
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Colloquium Meetkunde der getallen

e, C

1. Stelling van Minkowski.

Is K een begrensd, gesloten; O-symmetrisch, convex lichaam in de

R” met volume V(K) s 2", dan bevat K minstens één roosterpunt onge -
1ijk 0.

Bewijs (Birknoff): Geval V(K)=2" volgt uit V(K) > 2". Beschouw K.
Dit wordt door de roostervlakken in eindig aantal deellichamen ver-
deeld, die door translatie in een roosterkubus overgebracht kunnen
worden, De som van de volumina van de verplaatste deellichamen 1is
groter dan het volume van de roosterkubus, zodat er zen punt is dat
in twee deellichamen zit., Dit beantwoordt aan twee punten x en y in
X met gehele coBdrdinatenverschillen,

Algemeen geldt dus:

Stelling van Blichfeldt: Is M willekeurige verzameling met V(M) > 1,
dan zijn er twee punten met gehele cobrdinatenverschillen.

In K liggen dan 2x en 2y. Wegens symmetrie ook -2y, Wegens convexi-

teit ook -—%—— =Xx-y, een roosterpunt ongelijk O. qg.e.d.

2, Stelling van Mordell-Van der Corput.

Is M Jordanmeetbare verzameling in R° met V(M) >k k.. ke (K
en heeft M de eigenschap dat als (ui) en (ui') in M dan (

dan bevat N roosterpunt naast O,

Bewijs: € natuurlijk getal. At is aantal punten in M van de vorm
k. u k., k k

( i1

—77—), uy geheel, Dan: ~1—§%;;—9 At~>V(M) dus o.d.d. At>tn. De be-

schouwde roosterpunten (ui) behoren tot maximaal t" restklassen

mod. t. Dus zijn er minstensutwee punten,(ui) en (ui') met u,-uy !
geheel, ongelijk O. Daar ( a:l) en (—lfi~) tot M behoren, is

!

(_"TT“”) punt van N, g.e.d.

Opmerking. N begrensd, gesloten, dan mag V(M);lqﬂ%?..kn.
ki:E, N=M geeft Minkowskl.

3. Methode van Remak, V
Bewijs- van de stelling van Blichfeldt: Voor x €R" wordt gedefinieerd:
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@(x) = %XM (x+u) waarbij u het rooster doorloopt, Dan is:

(E=eenheidskubus) ‘é ¢ (x)dx .—.jE‘ % XM (x+u)dx =‘£n XM(X)dX=V(M) > 1,

dus er is een x met @(x)>1, dus @(x) minstens gelijk aan 2. Er
zijn dus u, en u, met X(x+u,])=/2/(x+u2)=’l. Dus in M twee punten

met gehele codrdinatenverschillen, ag.e.d.
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Voordracht op 12 december 1958
door

M. Kuyk-Zuidema

We gaan uit van de volgende veronderstellingen:

Rn z1iJ de n-dimensionale cuclidische ruimte.

R ziy een rooster, gedefinicerd in Rn'

De determinant van R zij 1.

u = (uq,ugy,.,,un) zij een roosterpunt #0.

X = (xqﬁxg,n.,fxn) zij een willekeurig punt in R -
f(x), een functie gedefinieerd in R zi) de afstandsfunctie
val een lichaam K: {xlf(x) 5’1}.

K zij begrensd, convex, symmetrisch om O.

Volume van K zij J.

a + K is de verzameling van alle punten a+x met x K
A K 1 de verzameling van alle punten AX met x ¢ K,

Inhomogeen Minimum,

Def.I. x is een willekeurig nunt uit Rn.
Beschouw de verzameling x+ 6k, waarvoor geldt:

X +Gk bevat minsters één roosterpunt,

-~

Het kleinste positieve getal 6 , dat deze eigenschap heeft heet

het inhomogene mirnimum Géu

Def . IT. x 1s een willekeurig punt uilt Rpo
x'=x(mod 1).
x' & ¢k,

Het kleinste positieve getal ¢ met deze eigenschap is Gb'

Def ITI. x 1o een willekeurig punt uit Rn'
Bescnouw alle punten x', welke door roostertranslatie van R uit
X ontstaan

E(x) = min. f(x")
X {
6 = sup E(x) .

Bewering: Deze definities zijn aeguivalent.
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Successieve Minima 7%’“2"""kn'
Definitie, )i is het kleinste positieve getal, waarvoor kiK
minstens 1 onafhankelijke roosterpunten u’,.,.U1 bevat.

Stelling. 3% <€ ¢ €3 (7\4+,,,+7\n)5% A

Bewijs. a) 2Zij bz(bqj.,.;bn) een punt van K, zd dat b maxi-
maal is,

Beschouw het punt —%%h-b, een punt in %WH-K.

Beschouw de verzameling ~%an+GIL

Deze moet een roosterpunt g bevatten: geaﬁ)hb+ch, d.w.z. bij
g is een punt z € K, zodanig, dat

o= —é-)nb + G .2

dan g e(%kn + &)K.

Veroncderstel, dat %>h>65
dan 1is g € ANK met 1<Xn
dan is g =0 =32 bn +6 .2

gevolg: z < b tegenspraak.

2 n .
b) De punter O,u',u",...,u vormen een basis.

Een punt x:ERn is als volgt te schrijven:

n . .
X = mqu'+,..+mnu . my willekeurig.

Bij deze my zijn gehele getallen &4 te vinden, waarvoor geldt:

my, = g.

i ; - by met lti!s-é.

Het punt a:gqu’+ga.+gnun is een roogterpunt € x +GK

n
a = X t»U' s s @
[« t U

a - X =1t u'+,..+tnun e (A

q +...+Xn)K .

1

Sy 1s het kleinste positieve getal ¢ , waarvoor nog geldt

, (% .
(a-x)e ¢ K dus % 2(qu...+1n).

c) F(A t...tn )L (N

n+...¥@ﬂ = % - Mn

g.e.d.
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2\ q Aq "
Stelling. oy <(;~) J { 1+(n—1)(7?) J‘}.
1

Bewijs, Kq* X? o A
s (A Fooa k) (1)

O

€3
n .
Ay hge.en Te 2, (2)

RN
N

De ongelijkheid (1) blijft geldig, als de mq,...,xan
gunstig mogelijk gekozen worden: .1 }2 =Xn_1
In dit geval wordt (3): A N
1 n 21’]
7"1’1"71‘"7\&-’1 ’
/]
en (2) o & < 5 (n-1) At h €
on
<5(n=1) A+
"‘ﬁ -
n--1 A, D
-1
=) e e a.e
1
Stelling. o < an {(g—)nJ—q] + 1
fatuidionienideliol = 1) 0\2 /‘ 7\/] .
2 371

Bewljys. Schrijf (=) J° ' = v.
u(hPlJf ( } } 1
dan geloL [v]s v v}
Hulpstelling: 6 ¢ 3%, y1/n Av }1‘q/n.

Bewljs hulpstelling: Schrijf {v} = 1, dan is {v} = 1+71.

Voer in K:={——§E—~}1/n
J(1+1)

1+1

Dan is X<h1, want

oh 1/n n }1/n n 1/n
N = _.?...} _4._= D -
{J{V}} {J"’ {J-E“ T }

We gaan over van Rn op R

n+1°
u = (uq,..,,un) is een roosterpunt uit R

Neem u geheel getal, onafhankelijk van u u

n+1- R < I
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Definitie. Noem (uq,,,.,un,u een roosterpunt uit R

n+1) +1°
Punt x=(x1,..,,xn) uit R geven we aan in vectornotatie.
Punt X uit Rn+1 geven we aan door X,Xn+q, waarin dan XeaRn.
Neem een willekeurig punt PEJ%V met vector p.

Beschouw de cylinder Z(K), welke als volgt gedefinieerd is:

2Xn+’1
f( T -p—x)s); lxn+1‘é 1+1.,

Volume van de cylinder is: A".Jx2(1+1) = 20+

Dus Z(X) bevat een roosterpunt u,un+1¥061%

°

n+1°
Twee mogelijkheden: 1) s Uy g is cen inwendig roosterpunt.

2) UsUp g is een roosterpunt op de rand
van Z(XK)
1) u,unM inwendig roosterpunt, dus

2u
n+1 s
f( T+ p-u)‘ix ’ lun+1l< 1+1

Bewering: un+1¥0,
anders is f(u)<7\<h1, in tegenspraak met de definitie van 'M.

Zonder beperking van de algemeenhelid kunnen we u >0 nemen.

n+1

Verder is L geheel, dus

un+1 271

Neem aan, dat min f(p') Juist in punt P aangenomen wordt (zie
def.IIT), d.u.z5 £(p) ¢ f(p-u). ‘

2u 2u
+ +
f(p) ¢ f(p-u) = £(p- *T%Tl p + “T%Tl . p-u) <

2u
n+1 o 1-1
<Iﬂ» T (p) +'>x$1+,l f(p) + X
f(p)s2(1+1) A (1)

2) u, u .4 op de rand van Z(K).

Beschouw dan de cylinder 3Z(K).

De ruimte Rn+ wordt nu overdekt door de cylinders 3Z(K)+u,u

/]

waarin u,‘um_1 een willekeurig roosterpunt voorstelt.

Dus ook het punt 0,5 wordt overdekt.

n+1’
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Dat betekent dat er een u}un+1 8 met:
2(u_, ,-5)
: n+l 2/ ¢ L Llex
f(“—m*““ p“)* I, [ q-rl e s m).

Weer geldt (un+1»%)¥0.
Zonder beperking van dec algemeenheid mogen we 2un+1~1 2
stzllen, Dan vinden we:

£(p) s F(p-u)¢ r £(p) + 3N

£(p)¢ 32 (1+1) u (1)

Dus in beide gevallen vinden we hetzelfde resultaat (1).
Nu is ¢ = sup E(p).
o
P
Voor alle punten p €R_ geldt de betrekking (1),
Dus ook voor &

@]
o~ “ ( n) 1/n n \1/n
N 2 2 121/n
—_-—é{-w} (1+1) = 3 — (1+1) N o=
J(l+1) qu
- %_ xq.vq/lln{v}q“/‘/n q.e.d.

-1/
)T

AD
= 5 \].{[J;n}-Fﬂ}. qg.e.d,

o
>

Gevolg: G_ ¢ 5
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Colloquium Meetkunde der getallen

Voordracht op 23 januari 1959 door

Mej. E. Dobber

2e stelling van Minkowski

K is een begrensd, gesloten, o-symmetrisch convex lichaam in Rn‘
f(x) is een continue afstandsfunctie, behorende bij K, d.w.z.
F(x) = min N met x € MK, of K = {x ‘F(x) < }.

Zij %i het kleinste positieve getal A, zodat AR 1 onafhankelijke
roosterpunten bevat,

hi heet het i-de successieve minimum van K.

Nu geldt, als J het volume van K is:

n
7\,] ?\g'ooan~$2 °

Er wordt een coordinaten-transformatie toegepast van de gedaante:

X1 = tiqx1+ti2x2...t waarbilj tij gehele getallen zijn en

det(t )=#1,

! X,
i in'n

dan 1s X =84 x!t+8, %/ +8, X', waarbij s

i1 12% 2 P inty 1] ook gehele getallen

zijn, omdat det(tij)=i1.

Dus roosterpunten in het ene stelsel geven roosterpunten in het
andere stelsel en omgekeerd. Nu is het mogelijk de transformatie
van bovenstaand type toe te passen zodat n lineair onafhankelijke
roosterpunten u(q)...u %) pieuwe coordinaten van het type

! ! 1 -
(uiq,qu.,.uii,o,o...o) hebben. Daarom nemen we aan, dat de roos

terpunten die de successieve minima geven de coordinaten

u(i)=(u 0,...0) hebben.

R AR P
Lemma 1: Als u een roosterpunt is, en F(u) < XJ, dan is

UL = U ...=un=O.

J J+1

Gevolg: Als x"-x' roosterpunt is, en F(x')<3zr; en F(x") <52y
dan is xi:x; voor Jgign,

We definieren: WO()) =NK,
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WJ(X) is de verzameling (-{xq },.., {XJ}, XJ+1"’Xn)
waarbij (x x,...x ) AK, {xi} = x- [Xi] .
Noem volume van WJ(%) VJ(R).

Als nu A xn' geldt: AK DA'K, dus

Vi) - Vi(at) € (AT ™)

Dus VJ(R) vermeerdert continu met A,

W (%) ligt geheel in de eenheidskubus, dus V. (») €1 (voor alle %).

(J<n).

. - 1
Lemma 2: V. (%) = VJ(X) als Ng3hg,

Lemma 3: Laat S een lichaam zijn binnen de J dimensionale kubus

0<%, <1 (1¢1¢J) en S' de verzameling punten

1
({bi+xi}) (1¢1¢J), waarbij (b,...Db

1 J) vast is en

(xq,..x € 3.

5)
Dan is het volume van S gelijk aan het volume van S!'.

Lemma 4: o \n-d

VJ(h);(—;—) VJ(7\') als Asal,

: n
Conclusie: Vn(%)ﬁ) = V;(%hq) = (%)ﬂ) J
-
VL) 2 (22" v )
1 z\j_/ln"g 1
Va(32g) 2 (XE) v, (52)
V(3 )y 27 o ..nd
n'z'm’ ¢ 1°° " nvs

dus AL A

o n
$hg...$ dus (A) Jg 2t

Opmerkingen: 1. A1$7\2\ 3

Dit volgt ook ult de eerste stelling van Minkowski., En omgekeerd
volgt de eerste stelling van Minkowski ook uit de tweede,

AN
2, Het product kq... XnJ heeft ook een onderste grens, n.l. %T .
n L3
2 n
Dus =3 ES ?H... an;52 .
Het lichaam bevat h?t)polyeder, dat het convexe omhulsel is van
1 i

de 2n punten + s— U
|
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Colloquium Meetkunde der getallen

Voordracht op 6 februari 1959 door

Prof.Dr P, Mullender

. Roosters
Definitie, Onder een m-dimensionaal homogeen rooster in de n-
dimensionale ruimte R van de punten x=(x1,...;xn) verstaan we

een puntverzameling A met de volgende eigenschappen:
I. xe, yel = x-yell
II. A heeft geen verdichtingspunt

III. A bevat m punten, doch niet meer dan m, die tezamen
met de oorsprong 0=(0,...,0) een lineair onafhankelijk
systeem'vormen; d.w.z../\ bevat m punten x<q),...,x(m)

3

zodanlg, dat de betrekking

(1) L (m)_
a.x +...+?mA =0

/I
alleen geldt voor rcEle getallen PP RRL als
a,=...=a =0, terwijl voor leder punt x van A gelds
m)

=g (1) (
X = a,x' 4., .4a X

met re&le getallen PR (die blijkbaar ondubbel-

zinnig bepaald zijn door de keuze van het punt x).

Onder een m-dimensionaal (inhomogeen) rooster verstaan we
een puntverzameling /L, die door een translatie x'=x+X (X een
geschikt te kiezen vast punt) uit een m-dimensionaal homogeen
rocster wordt verkregen.

Bovenstaande definitie is aequivalent met de definitie
van een m-dimensionaal homogeen rooster als de verzameling van
alle punten x, die voldoen aan een betrekking

_ (1) (m)
X = Uy toeotu Yy

met gehele getallen UaseeosUps waarbi] y(q),...jy<m) vaste pun-

ten zijn met een cobrdinatenmatrix van de rang m.

M.a.w,: Ieder homogeen m-dimensionaal rooster JL bevat m
punten y(q),...,y(m) met de eigenschap, dat een punt x uit Rn
dan en slechts dan tot ./lbehoort als
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X = uqy(q)+..,+u y(m) (1)

met gehele getallen u

1
De punten y(q),...,y

5 ee .U

(m)™

vormen tezamen met O een lineair
onafhankelijk systeem en men noemt zZe een basis van A (De

getallen u,,...,u_ zijn ondubbelzinnig bepaald bij gegeven

1 m
y(q),...ﬁy m) en gegeven punt x dat aan (1) voldoet).

Stelling 1. Als y(q),...,y(m) een basis van een m-dimensio-

naal, homogeen rooster Ju vormen, dan geldt hetzelfde van de

(V)

punten z z ;, dan en slechts dan als voor w=1,...,m

zﬁu) = U, y(k) (lees 5%: u y<h))

met gehele %wh 5

waarvoor geldt d9t<9xbh)= +1.
Voor iedere basis y(q),.,.,y(m) van een m-dimensionaal

homogeen rooster /L is de som der kwadraten der minoren van de
mde rang van de codrdinatenmatrix van y(q),...,y(m) hetzelfde
getal (naar men m,b.v. stelling 1 kan bewijzen). De vierkants-
wortel uit dit getal noemt men de determinant van./\ en duidt
men aan met d(A). Men kan bewijzen dat d(.A) gelijk is aan de

inhoud van het parallelotoop gevormd door de punten

(m)

(1)
2.,y t.o..4ay

met
g;,lg,a,}«:.gq + 1,008

waarbilj y(q),..o,y(m> een basis van S\ voorstellen en
gq,...,gm willekeurig gekozen constante getallen zijn. Kiest
men BasenesBy geheel dan heet het parallelotoop een roostercel
van A. (behorende bij de basis y(q),...,y(m)). Men ziet onmid-
dellijk, dat de verzameling van alle roostercellen van ./ peho-
rende bij een zelfde basis van /U precies één maal de m-di-

mensionale lineaire ruimte L, waarin /\ ligt, overdekt.

Afstandsfuncties in straallichamen

In het vervolg noemen wij een functie f(x), die gedefini-
eerd is voor alle punten x van Rn een afstandsfunctie, indilen
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I. f(x) is continu
II. f(tx) = |t] £(x) voor iedere refle t en ieder punt x
TIT. f£(x)20.

Is f(x) een afstandsfunctie, dan noemen we de verzameling
van alle punten x, die voldoen aan

f(x~xo) < c,

waarbi] X, een vast punt en ¢ een vast getal voorstelt, een
straallichaam (behorende bij de afstandsfunctie f(x)) met
radius ¢ en centrum x5 We zuller dit straallichaam aanduiden
met Kf(xogc).

Het is duidelijk dat alle straallichamen behorende bij een
zelfde afstandsfunctie homothetisch zijn.

Stelling 2. Het centrum van een straallichaam is een inwen-
dig punt van dat straallichaam.

Stelling 3. Elk straallichaam behorende bij de afstands-
functie f(x) is dan en slechts dan begrensd als f(x) >0 voor
x£0,

We noemen de straallichamen, behorende bij de afstands-
functie f(x) convex, indien f(x) ock nog voldoet aan de voor-
waarde

V. f(x)+f(y)zf(x+y) voor alle punten x en y.

@

We houden ons het meest bezig met de straallichamen met
centrum O en radilus 1. Kortheidshalve schrijven we daarom

K.(0;1)=K =K,

£ r

Het "homogene probleem"

Definitie., We noemen een homogeen rooster A Kf—toelaatbaar of
K-toelaatbaar (als we slechts over één afstandsfunctie f(x)
spreken), indien behalve de oorsprong geen enkel punt van A
inwendig punt van K is.

Opmerking. Meestal passen we deze definitie toe op een n-
dimensionaal rooster, maar we kunnen haar ook toepassen op roos-
ters van lagere dimensie. \

Stellen we
inf f(x-y) = sf(J&) = s(A)
X,V €
x4y
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dan 1is de voorwaarde voor K-toelaatbaarheid van N aequivalent

met de eis
1.

[0)]
@

N
i

In deze vorm kunnen we de voorwaarde ook onmiddellijk op
inhomogene roosters toepassen en derhalve ook voor zulke
roosters van K-toelaatbaarheid spreken.

Het 1s mogelijk dat er geen n-dimensionale Kf—toelaat—
bare roosters bestaan., In dat geval kunnen we met Mahler de
straallichamen behorende bij de afstandsfuncties f(x) straal-
lichamen van het infiniete type noemen. Uiteraard zijn we
meer geinteresseerd in het geval dat er wel n-dimensionale
Kf—toelaatbare roosters zijn. We noemen de straallichamen be-
horende bij f(x) dan van het finiete type.

Beschouwt men in het laatste geval de verzameling van
alle n-dimensionale K-toelaatbare roosters, dan kan men vra-
gen naar de ondergrens van de determinanten van die roosters.
We duilden die ondergrens aan met A (K).

Stelling 4. A (X) > 0.

Men noemt A (K) de critische determinant van X en een
K-toelaatbaar rooster A met d(A)= A(K) noemt men een cri-
tisch rooster van het straallichaam K.

Mahler bewijst nu de fundamentele

Stelling 5, Ieder straallichaam Kf van het finiete type

bezit een critisch rooster.

Uit de gegeven definities volgt dat ieder n-dimensionaal
homogeen rooster A met d(/\.) < A(K) behalve de oorsprong min-
stens één inwendig punt van K bevat, M.a.w., voor een derge-
1lijk rooster /. kan worden voldaan aan de voorwaarden

x e /A, x£0, F(x)<1. (2)

Uit de stelling van Mahler vo%gt dan dat er (iq?ien Kf van het
finlete type is) een rooster A bestaat met d( A )= A(K), waar-
voor niet aan de voorwaarden (2) kan worden voldaan,
B;;;.uitspraken zijn aequivalent met de ultspraak, dat
voor ieder rooster /A met d(JCSzﬂ kan worden voldaan aan de

voorwaarden

X e/ﬁ; x#£0, f(x)ec (3)
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indien c» —~ en dat er een rooster A met d(AF)=1

bestaat, {A(K)izodanig, dat niet aan de voorwaarden (3) kan

worden voldaan als c= ——j———ﬁ .

{am)}m
Definieert men Cr dus als de ondergrens van de getallen
c, waarvoor geldt dat aan (3) kan worden voldaan voor alle
%
roosters /AU met d(AX)=1, dan geldt

Men kan natuurlijk ook zeggen: Cp is de ondergrens van de
getallen ¢, waarvoor geldt dat voor ieder rooster J\. kan worden
voldaan aan de voorwaarden

/l
n

x €N, x#O,’f(x)<c{d(_/\.)} . »' (4)

Verband met "roosterstapeling"

Indien f(x) ook voldoet aan de voorwaarde IV (de drie-
hoeksongelijkheid) en een n-dimensionaal rooster /A 1s K-

£
toelaatbaar, dan volgt onmiddellijk dat. de straallichamen

Kf(x;%) met x €A

- geen inwendige punten gemeen hebben.

Aangezien een critisch rooster A bij inkrimping niet
meer K~toelaatbaar is velgt verder dat de straallichamen

Ko(xsc) met x e A ( A critisch rooster van K)

dan en slechts dan geen inwendige punten gemeen hebben als:
cs5.

Noemt men het volume van K, bijv, V(K), dan wordt van
ledere ronstercel van A door de lichamen (5) een volume

Q% V(K) in beslag genomen. Men noemt daarom

§ -z%—vm
5
A d(.A)

de stapelingsdichtheid van de straallichamen (5)
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Uit het voorgaande volgt nu dat de grootste waarde die d

kan bereilken gelljk is aan

5o _V(K) (6)
2" A(X)

De stelling van Minkowski kan men nu aldus formuleren:
d < 1.

V. Het "inhomopmznc prcblecnm

We stellen voor ieccir purnt p van Rn

inf f(x-p) = a(p, A) (7)
x e/

cn kunnen dit de f-afstand van p tot het rooster /A noemen.
, dan stellen we

sup  a(p, A) = wa(A) = w(A) | (8)
p)&Rn

Neam sorn Aa+ A ~.dirm~neinnaal is

Uit de definities volgt dat voor ieder punt p van Rn kan

worden voldaan aan de voorwaarden
f(x-p)4c, x ¢ A, indien c: wf(J\) . (9)

M.a.w. de straallichamen Kf(x,c) met x €A overdekken de gechele
rulmte.
Definitie. We noemen A een K-overdekkingsrooster, indien

de straalichamen
Kf(x,ﬂ) met x €A

de ruimte Rn goheol ~ycr-lzlken,
Blijkbaar is dit dan en slechts dan het geval, indien

wf(/K) s 1.

We kunnen nu vragen naar de ondergrené van de determinanten
van de roosters dile geen K-overdekkingsroosters zijn. Noem die
ondergrens A(K). We kunnen ook vragen naar de bovengrens van de'
determinanten van de K-overdekkingsroosters. Noem die bovengrens
B(K). '

Vraag. Geldt voor leder straallichaam van het finiete type

A(K)» 0 en B(K) <00 ?
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De vraag naar de waarde van A(K) komt overcen met die
naar het "inhomogene minimum",
Immers uit de definitie van A(K) volgt, dat indien

d(A) < A(K), dan voor ieder punt p van R voldaan kan worden

aan
f(X—p) < 1.’ X E"j\--

1 i i
Dus, als ¢« dan k de
P ~——~¥ s n kan voor leder punt p van Rn en ileder
A(K)
# *
rooster M met ¢(A)=1 voldaan worden aar

*
f(X—-p) <1, X e »

doch als c¢c« -1—7 ; 3o kan dit niet meer voor ieder roosterﬁf
y A(K)H
met A{A") = 1 en ieder punt p van R,

De vweng naar de waarde van B(K) voert naar de vraag
naar de kleinste ovcerdelzkingsgraad, indien we onder de over-
dc¥kingrograad van het systeem straallichamen

Kf(xsﬂ) met x e/l

verstaan de waarde van

V(K) - :
3%75- (A= K-overdekkingsrooster) .
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Colloquium Meetkunde der getallen

Voordracht op 20 februari 1959
door

S. Toenbreker

f(x) is een convexe afstandsfunctie.

K 1s convex lichaam: K:-{X'f(x)s 4} .

J = V(K).

Def.,: Mh is de verzameling van alle roosterpunten, wier laatste

n-h+1 coBrdinaten x Xy relatief prilem zijn.

N e

Def.: a_ = £(S "&En)’ waarbij &, ,=1 en Shk=0 voor h#k.

h h1 "

Def.: f(X) heet gereduceerd, als voor elke h=1,2,...,n en voor

alle roosterpunten (X) in M, geldt: £(X)2 8y,

Stelling: Voor gereduceerde functies f(X) geldt:
/]

o (3)§(n~1)(n—2)

oo-a S"_ -
n J e

8,8,
Bewljs: Volgens de 2€ stelling van Minkowskil bestaan er n lineair
onafhankelijke roosterpunten (Pq),...,(Pn), zodat als Sh=f(Ph),

dan S,&85¢....48 en 8,5,....8 ¢ %? en f(X)%,Sh voor alle roos-
terpunten, die lineair onafhankelijk zijn van (Pq),...,(Ph'q).
(Pq) behoort tot M,, dus al ¢ Shp

Stel m-1 positieve constanten Xﬂ"“’lﬁ-ﬂ
8, ¢Sy (h=1,2,...,m-1). I.h.b. y, =1

We zoeken y s, met a s;}ﬁm

bestaan, zodat

(Pq),..e,(P ) zijn lineair onafhankelijk, dus er is mlnstens één
punt, stel (Pl), waarvan de laatste n-m+1 codrdinaten P ,Pi
niet alle nul zijn.
Dus G.G.D. (B1,...,P]) = d_#0.
- i
Stel d_=1. Dan behoort (PL) tot M. Dus a_<S,, dus a_ €8 .
Stel dmf 2. Dan kunnen we m-1 gehele getallen Base-s8y 4 vinden,
= L ’
zodat P +g, =0 (Mod d_) en ]gh"52dm
Dan stelt: . .
i pl i i _
(5“;‘_‘%—1‘—';“-3 '”‘ln‘—g;}‘%—""'—' 3 ;‘r'n‘ 3 e ¢ o 9 "g'p") = 'a:]'" mz:/ighc(eh)+(Pi)}
m m m m m{ h=1

een roosterpunt van Mﬁ voor.
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£ > Sh
Y+
_ m--1
Neem ) = max (1, ). Dan a, €4S, -
. . . . . 3h-2
Door volledige inductie vinden we: fh=(§) h=2,3,...,n.
Dan: 142+, . .+n-2 5(n=-1)(n-2)
3 e ¢ b 3 2
8,85, .8 5(§J Sqeen (g)
n
zij F(x) = S 215X €en positief definiete kwadratische vorm
h, k="

in de n variabelen x,,...,% . Dan stelt V F(x)=f(x) een convexe
afstandsfunctie voor.

Def.: F(x) heet gereduceerd, als f(x) gereduceerd 1s.

Uit de definitie volgt: F(x) 3> a,,, als X behoort tot M_.

Stelling: Iedere positief definiete kwadratische vorm in n varla-
belen is te reduceren door een unimodulaire substitutie: X=U Y.
Stelling: Voor gereduceerde positief definiete kwadratische vormen

n
F(x) = > 8, %% met determinant D geldt:

h_ h=1
2n(B)(n -1)(n-2) {F 1+—n}2

;
{rE}

844800 -8y €

Def.: De verzameling A, van alle punten X=qu1+...+uan, met

uq,...,un geheel, heet een homogeen rooster, als de determinant
d(M=det.(x,...,x")40.
Xq,....,Xn heet een basis van A .

1 n

Stelling: A',....,A " vormt dan en slechts dan een basis van A ,

o n k
als voor 1=1,2,...,n0 Al=’£g% us X, Uy geheel en det(uik)= L
Deze voorwaarde is aequivalent met de eis: det(Aq,...,An)= +d(A).
Def.: |X| = (x§+.. x2)§.
Def.: Zij A:(Aq, A") de matrix van de basispunten A1 .,An van

" van A gereduceerd, als ﬁAxl =F(X)

A, dan heet de b381s Aq,...,A
een gereduceerde positief definieite kwadratische vorm in de n

variabelen xq...xn voorstelt.
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Stelling: Ieder rooster A in Rn heeft een gereduceerde basils
1
(A7), ....(a").

Stelling: Is Aq,...,An een gereduceerde basis van A , dan

geldt: jall ..., [ a% sy a(n).

Def.: Een oneindige rij roosters Aq, Ag,... heet begrensd, als
er twee positieve constanten ¢, en Co bestaan, zodat:

g
d(AU)S c, en IX\;43 voor alle X#£0 in Ar r=1,2,...

1 2

Def.: Een oneindige rij roosters Aq, Ag,. . heet convergent

met als limiet het rooster A , als er gereduceerde bhases

/1 n s ~ 1
Y (p)re:2¥ () van AP bestaan r=1,2,... en een basis

Yq,...,Y'n van A , zodat lim‘ Y(%)- Yg} =0 g=1,2,...,0.
P~ 00

Stelling: Iedere begrensde oneindige rij roosters bevat een

convergente oneindige deelrij.

F(X) continue afstandsfunctie.
K =-{X ]FCX)$’1} heet straallichaam.

Def.: Het rooster A heet K-toelaatbaar, als A geen ander in-
wendig punt van K bevat dan O.

Def,: Straallichaam K heet van het eindige type, als er min-
stens één K-toelaatbaar rooster bestaat.

Def.: Is K straallichaam van het eindige type, dan verstaan we
onder de determinant van K, A (K): de onderste grens van de
determinanten der K-toelaatbare roosters.

Def.: A heet kritisch rooster van K, als het K-toelaatbaar is
en d(A)= A(K).

Stelling: Ieder straallichaam van het eindige type bezit een
kritisch rooster.
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Colloguium Meetkunde der getallen

Voordracht op 27 februari 1959
door

P.J. v.d. Laarschot

X = (xq, ..... ’Xn) roosterpunt.

X, = a,.u., U
i373°

geheel, a, . re&el, determinant 1.
J J 1]

Beschouw Sz)qu oot }xn| voor alle u#0.

M(P) onderste grens van P=‘x,1 ..... xn‘ voor alle u#O.

N n.
Stelling: M(P) <& — .

jn

Bewljs:
K={x|s
\

» NK¢H -~

n
2n 2
v(K) = 57
nn n!
Dus A(H) » ET-marM(P)s-T%
¢ n

Stelling:
K={x]|P(x) <]}
H={x]c(Xx)e1]
Stel, dat voor elk (m+1)-tal punten x,x<1),.,.yx(m) (m> 1) met
G(X(P)-x) 3% r=1,2,...m geldt:

<
-~
<
~

F(X(P)—X(S)s 1 voor zeker paar (r,s), r#s.
n

: V(H) Pm
Dan geldt: A (K)y =5+ =
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Bewijs:
A willekeurig rooster, d(A)=1.
Voer « in zdé, dat V(e H)=m-1 (o= %%%jq

Blichfeldt levert:
Er bestaat een X met X(r>«X€£d.H r=1,...,m
Dus G(x-xTg ot p=a,...,m
Dus F(X(r>-X<S>)$ %ﬁ voor zeker paar (r,s), r#s
m
X(P)-X(S)Q.A n
me m V(H) P
Dus A(FK) 21— A(K) 2 (—) = - .
m m

met m--]
Hulpstelling:
2,4 2, <....in%n (m >1) .
Dan geldt: S |z.|>%:Ve (m-b-log 2){ T |22 ‘}EIETTT.
r=1 T 1¢r<sgm T F
Neem i.h.Db. 1
n
F(X) = }Xq.,..xn‘
G(X) = {XW¥+...+IXD} .
m n n n n
(r) { (r) }

X, X, ; n —‘.T X, =X, .

'C‘E::/] E’]\ L 4 \ j_:/l 1,,:,1} 1 1 l 3

wegens de hulpstelling geldt de voorwaarde van de stelling met

b >n- 'V; (m-%-log r){ {T T \X (r)_xi(s){}ﬁﬁfﬁiﬁ7

i=1 1¢r<sg¢m
Voor zeker paar (r,s) geldt dan:

r
1
et (0 (a7, P
{ ;EE} * 1 ‘} ¢ inVe(m-5-log r) <

n
Ax) 5 L) { %“‘Jg(ﬁ”%'log r) } m=2,3,..... —s

m-

p
v(1)2 Pplean~]

(n+1) (3 +1log 2)

A(K) » (n groot) .

Beschouw G(X) <1
1
&2 -1

Dan A(K) » nle2"”

(n+1) ! (2+1log 2)
+1
n

A2

m(p) ¢ Lotli{arres 2)
e?

n
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Hulpstelling:

m 2
m m(m-1)
> 2% mimen) {125 ] T (2.-z_)2 (WA=

r="

Dan geldt: log G_-~ ——§:—-(log m-% ) (m = o0 )

Beschouw:
a(x) =Vx 24, 4x 2
F(X) = |x

Beschouw: {x1}2 +.u..+lx

=
| s

Dan V(H) =

RN

N

olS| ool s
A

AN
+\/

-

JoEan

i

n

o

Dus A (X) >

-

—
N
+

—~

H ool

3
[\)13 —
|3
[¢]

{\15 ~—

§

.Y

—

M(P) ¢

] ~
- —~

=

n
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Colloquium Meetkunde der getallen

Voordracht op 20 maart 1959 door

J. van Galen

Een methode van Mordell

Stelling 1. Indien Xq,...ﬁXn lineaire vormen zijn in de variabe-
len XgseeosX, met re&le co&fficienten en det.1, dan zi]

K(X) = inf. | % ...X

1 n‘

voor alle gehele x
Stel

1,...3xn, nlet alle nul.

K = sup. K(X)

voor alle dergelijke stelsels van n lineaire vormen met det.1.

Indien X%,..,yXE_q

re8le coéfficienten en det.1, dan zi]

lineaire vormen zijn in x',...,xﬁ_q, met

KH(X') = inf. | Xb..x )

1 t
XA+o . X

voor alle gehele X',...,xa_qy niet alle nul.
Stel

K' = sup.K'(X")

voor alle dergelijke stelsels van n-1 lineaire vormen met det.1.

We bewijzen:

’]/\70’]2"'.50/”]

geheel, met g.g.d. =d, dan is het mogelijk cen determinant te

Hulpstelling (lemma van Hermite). Zijn dc constanten ¢

vormen met gehele co&fficienten en waarde d, waarvan 011’012""’01n

de eerste rij is.

Stelling 2. 2i] g(xqg...,xn) cen positief-definiete kwadratische

vorm in n variabelen KyseeesXy met det.1. Het minimum vanfg ziJ
M(g) .
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Voor aile mogelijke g zij de bovengrens der minima M(g) ge-~
1ijk aan een van n afhankelijke grootheid Eh (constante van
Hermite).

Bewezen wordt:

n—2< n--1
3/D = a/n-ﬂ.

De gevolgde bewijsmethode van Mordell van het beschouwen van een
n-1 dimensionaal deelrooster blijkt gegeneraliseerd te kunnen
worden (zoals door J.V. Armitage is geschied) .,



MG 30

Colloguium Meetkunde der Getallen

17 april 1959

Voordracht door J. van Galen

Generalisatie van een methode van Mordell

J.V. Armitage publiceerde ') een generalisatie van Mordell's
methode.,

In het volgende geven we een meetkundige behandeling van deze
generalisatie, die bovendien tot een nog algemener resultaat voert.
Daarblj worden ook enige lacunes in de redenering van Armitage aan

het licht gebracht, die ons genoopt hebben een extra voorwaarde te
stellen,

Enige afspraken betreffende de notatie:

X,¥Y,U en V stellen n-dimensionale vectoren (Xq,...,Xn) voor,
punten dus in een n-dimensionale ruimte. U en V enkel gehele waar-
den.

Met A en L bedoelen we n¥n matrices met determinanten resp,
det A en det L, beide 0. T 1is de gesplegelde reciproke van A.

Het rooster dat we verkrijgen doordat

X =L ., U

met vaste L en U variabel, noemen we A . De determinant van J\is

d(/\) = det L.

/. heet het geadjungeerde rooster van A, indien het gegeven
is door

V-1 .v=v .1

met varlabele V. Klaarblijkelijk hebben we dan

-

a(A) =]det T]=ldet ]77 = a() ™.

A zij de affiene lineaire transformatie van de n-dimensionale
rulmte der punten X, gegeven door

Xt =A , X
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[

Dat de transformatie A - de geadjungeerde van A - het roos-
ter A ' met A geadjungeerd doet blijven, blijke aldus:

Y'"=A .,V . L =V L A =A ., L .V
We kunnen ook schrijven:
./\-' = A o
AR LR

Stelling. Laten gegeven zijn twee afstandsfuncties F(X) en G(X)

van de straallichamen Ky resp. K., beide van het finiete type rry,
We veronderstellen:

17, Indien A een automorfie is van KF’ dan 1s A een automorfie

van KG’

2, Er gaat een rechte R door de oorsprong O, zodanig dat KF
slechts een segment van R van eindige lengte 2h bevat; ook
is ieder punt X van de n-dimensionale X-ruimte, waarvoor
F(X)%Og te transformeren in een punt van R door een automor-

fie wvan KF°

. Als F(X)=0 voor een punt X van J., dan geldt voor hét minimum
G(A) van G(Y) voor alle punten Y van A : G(A) = O.

Z21J verder S de n-1-dimensionale lineaire ruimte door O, lood-
recht op R, en zij KGS de doorsnede van KG met S.
Dan bewijzen we:

indien A (K) voorstelt de determinant van het straallichaam K.

Dit resultaat sluit in zich de in het voorgaande colloguium
bewezen twee ongeliljkheden betreffende de grootheden die aldaar
gedefiniéerd zijn:

n-2 n-
K=< ¢ g0
en
“ an—@ Jn—ﬂ
’ &
n n-1

'Y J.V. Armitage: "On a method of Mordell in the Geometry of
Numbers' - Mathematika, vol.,2 part 1, june 1955 no.3.

'') K. Mahler, zie Proc.Royal Soc.(A)187 (1946), 151-187.
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Colloquium Meetkunde der Getallen

15 mei 1959

Voordracht door M. van der Mcer

Een stelling van Tchebotareff

Zij F(X) de volgende afstandsfunctie:

jn] PN

F(X) = F(X/‘)X2)0~~3Xn) = I X/lxg-...xn
en KF het straalllichaam bepaald door de ongelijkheid:

F(X) ¢1.

Een homogcen rooster A heet Kp-toelaatbaar als F(X)z 1
voor ieder punt X van A, ongelijk aan O.
Homogeen probleem: Gevraagd, de ondergrens As(KF) van de

determinanten van de KF—toelaatbare homogene roosters,

Een (inhomogeen) rooster /A zouden we inhomogeen KF—toelaat~

baar kunnen nocmen, als K. geen enkel punt van A als inwendig

B
punt bevat. Dus als:
inf F(X)2 1.
XeA
Inhomogeen probleem: Gevraagd de ondergrens A(KF) van de

determinanten van de inhomogeen KF—tOelaatbare roosters.

Resultaten:

i
Tchebotareff: A(K.) z 2%
FOTO% V”' n
Mordell: A(KF) 2 27(1+(V2-1)").
Vermoeden van Minkowski (bewczen voor n=2 en n=3): A(Kg) 2 2n,
Omwerking van de stelling van Tchebotareff: N
zij A een (inhomogeen) rooster met determinant
d(/\) = 1, |
en M= inf F(X),
XeA
dan is te bewljzen: 1
M <

We kiezen een positief getal &<ﬁéﬁ"

Er is zeker een punt P_ van N, zodanig dat:
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M
M < F(PO) < a—f .

Door een translatie kunnen we PO laten overgaan in O, en 0 in
—PO=C. ,

We hebben dan een homogeen rooster A met detcrminant
d(A)=1, en cen straallichaam KF(C,M) met centrum in C en radius M,
dat geen punt van A als inwendig punt bevat.

Door een volgende transformatie laten we C overgaan in het
punt E(=1,1,....,1).

Daardoor gazat het rooster A over in een rooster Ao met de-

terminant: 1

F(c)P

d(A,) =

3

. . M
e¢n het straallichaam KF(C,M) in KF(E,MO), als we M = O stellen.

Dit straallichaam bevat geen punt van '“o als inwendig punt.
We bewiljzen nu, dat hieruit volgt, dat de determinant van dit
rooster minstens (Vrg)n, resp. (V”E)n.<1+ 2-1)") is,

Voor n=2 bewijzen we zelfs: d(ﬁ\o);l+.
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Colloguium Meetkunde der Getallen

23 oktober 1959

Voordracht door M. van der Meer

Mordell's verscherping van de stelling van Tchebotareff

Z1j F(X) de afstandsfunctie: 1
T ' .l:l-
F(J\.) = F(X/]’XZ,'.‘,Xn) - { X,lxgcnexn

en KF het straallichaam bepaald door

F(X) & 1.

i

F—toelaatbaar, als KF geen

enkel punt van /A, uitgezonderd 0, als inwendig punt bevat.

. Een homogeen rooster /\ noemen we K

Probleem: Bepaal de ondergrens ZX(KF) van de determinanten

van de KF;toelaatbare roosters.

Hus)

. Een inhomogeen rooster A noemen we inhomogeen—KF—toe1aatbaar,

als KF geen enkel punt van A als inwendig punt bevat, dus als
inf F(X) 2z 1.

XEN
Probleem: Bepaal de ondergrens A(KF) van de determinanten van
de inhomogeen-K_-toelaatbare roosters.

F
Tchebotareff bewijst, dat

A(Kg)2 Var,

Daartoe vormt hij het probleem als volgt om:
Neem een (inhomogeen) rooster /A met determinant

a(n) = 1.
Z1j: inf F(X) = M.
Xe
Bij ledere £>0 is een punt PO te vinden, zodanig dat

M

MéF(PO)vz =z -

(1) We voeren een automorfie uit, waardoor het lichaam niet ver-

andert, echter PO overgaat in het punt Po’ op de lijn Kg=Ko=o o =Ky

Hierbij gaat /L over in /', maar
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dAr) = d() = 1.

(2) Nu voeren we een translatie uit, waarbij PO' in 0, en O in
-Po'=C komt. Dan hebben we een homogeen rooster A" met determi-
nant d(A\")=d(A')=1, en een straallichaam KF(C,M) met middelpunt
C en radius M, dat geen punt van /A" als inwendig punt bevat.

(3) Nu laten we nog door een vermenigvuldiging met F%ﬁT t.0.v.0
het punt C overgaan in E(1,1,...,1).
Nu hebben we een homogeen rooster A met determinant

a(A*) = ——,
F(C) "
en een straallichaam KF(E’FT57) = KF(E’MO)

/l“'f'<M \</“

Dit straallichaam bevat geen punt X €A~ als inwendig punt.
Evenmin bevat het straallichaam K E',MO) een punt X&A" als

inwendig punt (E'=(-1,-1,...,-1)).

-

Algemeen: de straallichamen KF(%E, 75) bevatten geen punt

XeA® als inwendig punt (m=1,2,... en -1,-2,...).

Met de stelling van Minkowski bewijst Tchebotareff nu verder
dat d(A)> 27 is, dus dat n

Dit resultaat is verscherpt door Mordell, door niet de stel-
ling van Minkowski toe te passen, maar een hulpstelling, die in
wezen neerkomt op toepassing van de stelling van Blichfeldt:

Hebben we een lichaam K met volume V » A, dan bevat de ver-
zameling der "verschilpunten", d.w.z.

K' (X )XV =V, -z, , YeK, Z¢eXK)
een punt ongelijk O van ieder homogeen rooster A met determinant
an) ¢ 4.

Als lichaam K nemen wij de verzameling van de punten, die
voldoen aan één van de volgende ongelijkheden:

sv2 5 Jx, 1] ¢ B(e- Vay.

Het volume van dit lichaam is:

Vol (14( Ve-1)1).

| x

HA

vl
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We tonen aan dat de bijbehorende verzameling van 'verschil-

punten'" geen roosterpunt als inwendig punt bevat.
Dus is: d(A)> VoR(1+(V2-1)1) en

a(xg)z Ve(ae(V2-1)").

Door i.p.v. de '"kubus" ]xv -1 }g%(?-‘/§5 andere lichamen te
nemen, kunnen we nog tot lets scherpere resultaten komen.

De behandelde meetkundige interpretatie van de methode van
Tchebotareff kan ook worden gebruikt in het homogene geval:

F(X) en Kn defini&ren we als boven.

Nu nemen we een rodoster /L met determinant d(A)=1.

Er is een punt P_#0 in A, zodanig, dat

2 M
M-}F(PO)(-;I-:'E s
met
M = inf F(X)
XEN
X#£0 .

1) Eerst voeren we nu weer een automorfie uit, waardoor het punt

(

i — — —
PO overgaat in een punt PO op x1~x2~...—xn.
(2) De boven uitgevoerde translatie is nu overbodig.

(3) We vermenigvuldigen nog met F{%—Ty\t.o.v. 0, waardoor het punt

o
PO' overgaat in het punt E(1,1,...,1).
Nu hebben we weer een homogeen rooster fd'met determinant

a(AY = ——
F(Po')
en een straallichaam KF(O, Ef%_TY) = KF(O,MO).
m
O en E ziJjn nu roosterpunten, maar dan ook E' en mE en mE'

(m=1,2,...).

KF(O,MO) bevat slechts O als roosterpunt. Evenzo KF(E’MO)
slechts E, algemeen KF(mE,MO) slechts mE.

We krijgen zo een aaneenschakeling van straallichamen, die
slechts roosterpunten bevatten op de 1lijn X =K==

Voor n=2 overdekt deze rij straallichamen een strook aan weers-
zijden van de 1lijn door O en E, waarin geen roosterpunten voorkomen
buiten deze 1lijn.

Op meetkundige wijze komen we dan gemakkelijk tot het bekende

resultaat A(K?)g 5, en wel zo, dat d(A) = V5 of d(A)z 2V2 voor
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een toelaatbaar rooster.

Voor n=3 komen we op analoge wijze tot het bekende resultaat
van Davenport: A(KF)Q‘T.

Voor een roosterpunt (a,b,c) buiten de lijn door O en E geldt:

‘(a—m)(b-m)(c—m)[; 1- ¢ voor alle m,

omdat het in geen enkel straallichaam ligt.

De afstand van dit punt tot de 1lijn door O en E is de vier-
kantswortel ult %((a—b)2+(b-c)2+(c—a)2).

Om de 1lijn door O en E is nu een cylinder te konstrueren,
die geheel binnen de straallichamen ligt en dus geen roosterpunt

4o
bevat. De straal van deze cylinder r 2 Vjiéigf;

, waaruit volgt, dat
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Collogquium Meetkunde der getallen

Voordracht op 6 november 1959
door
Dr C.G. Lekkerkerker

De inhomogene determinant en de overdekkingsconstante van een
lichaam

1. 21 M een verzameling in Rn en Y het fundamentele rooster.
We gebrulken vectornotatie. We beschouwen homogene roosters

A==AY=={Auh16Y}
en inhomogene roosters
M= A +z ={Au+z]116Y},

waarbij z een willekeurig punt in Rn en A een willekeurige niet-
singuliere n xn-matrix is., Deze roosters hebben determinant

a(r) = da(A) =|det A} .

le noemen het homogene rooster A toecgelaten voor M, als A geen

punt #0 van M bevat; het inhomogene rooster |' heet toegelaten voor
M als " geen punt van M bevat.
Op p.18 is gedefinieerd de determinant van M:

(1) A (M) = inf d(A) [ A toegelaten voor M ]
(co, als géén A toegelaten is voor M).

Vervolgens 1s op p.22-24 bewezen dat, als M een sterlichaam en
A(M) eindig is, een kritiek rooster bestaat, d.i. een toegelaten
rooster A met determinant d(A) = A(M). Hieronder voeren we twee
"inhomogene" grootheden in die te vergelijken zijn met (1). Ons
doel 1s onder meer ook daarvoor de kwestie van het bestaan van
"kritieke" roosters te behandelen.

Definitie. Een rooster A heet overdekkingsrooster van M als Rn

overdekt wordt door de lichamen M+x, x € A .

Daar A symmetrisch t.o.v. O is, zijn de volgende beweringen
aequivalent:

1. N\ 1s overd. rooster van M.

2. elk punt z behoort tot een der lichamen M-x, xe A.

3, voor elk punt z is " = A +z niet toegelaten voor M,
Dan zijn ook aequivalent:

1'". A 1ls geen overd.rooster van M

3', voor geschikte z is [" = A +z toegelaten voor M.
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We definié&ren nu de inhomogene determinant

(2) A'(M) = inf a(r) [T toegelaten voor M}
inf d(A) [ Ageen overd.rooster van M]

I

(co als géén I toegelaten is voor M),

alsook de overdekkingsconstante

(3) C(M) = sup d(A) [ A overd. rooster van M]

(O als er géén overdekkingsrooster is).

2. Bovenstaande grootheden hangen nauw samen met twee typen
minima, die we echter alleen defini&ren in het geval van ster-
lichamen. We defini&ren eerst,voor een willekeurige verzameling M
en een willekeurig rooster A, het inhomogene minimum

(4) M(M, A) = inf u [ >0, A overd.rooster van ulj.

Zij nu S : f£(x) 1 een sterlichaam (f(x) een continue afstands-
functie, zie p.17 bovenaan). Het lichaam S is gesloten, en het in-
wendige van S wordt gegeven door So : f(x) <1. Ue merken op dat het
gebruikelijk i1s om een homogeeen, resp. inhomogeen rooster toege-
laten voor S te noemen, als het toegelaten is voor het inwendige SO

van S (voor andere verzamelingen dan sterlichamen is een dergelijke
definitie niet erg zinvol meer; vgl. [1]). Daar O inwendig punt
is van S, zijn er overd. roosters. Dus (S, A) is eindig. Als

y2 1»48, A), dan geldt voor elk punt z ¢R_dat A +z een punt in
w8 heeft, i.e. dat inf f(x-z)su [xeA]. Dit geldt niet meer voor
elk punt z als w<(S, A). ile hebben dus

(5) (S, A) = sup inf f(x-z).
zeR_xeA
n
Over deze uitdrukking valt het volgende op te merken. De func-
tie F(z) = inf f(x-z) [xe¢A] is periodiek mod A en semi-continu
naar boven. Dus in (5) mogen we "sup" vervangen door "max'". Het is
niet altijd waar dat bij elke z een x € A bestaat met fx-z)s u(S,A);
Inkeri [2] geeft als voorbeeld hiervoor f(x) =‘J{x42+qu2—3xgzl .

Vervolgens vari&ren we A . We defini&ren:

(6)  (s) = inf wu(S, A) ; a(S) = sup (S, A).
d(A)=1 a(A)=1

Voor de grootheid J(S), het absolute inhomogene minimum, is in een
speciaal geval een schatting afgeleid op pp.31-36. Uit de gegeven
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definities kan men door homogeniteitsoverwegingen afleiden (vgl.
p.21):

-1 - -4
(1) als)=c(s)VP L a(s) = ar(s)TVR.
Deze formules zijn te vergelijken met
a(s) = a(s)"7,
waarin het absolute homogene minimum =2(S) gedefinieerd is door

A(S) = sup S, A), met A(S,A) = inf £(x) =
a(A)=1 X#£0,X e A

inf & [*»>0, A niet toegelaten voor =S 7.

In een speciale zin zijn »n(8) en &(S) continu, in afhanke-
lijkheid van S (zie [3] en [4 7). We gaan hier niet op in.

3. e formuleren nog eens enige eerder behandelde resultaten
die we straks nodig hebben. Op pp.3 en 9 zijn gedefinileerde de

successieve minima hi (1¢1i¢n) van een O-symmetrisch, convex
lichaam K t.o.v. het rooster Y. Algemener kunnen we invoeren,
voor i=1,2,...,n, ‘

xi(K, A) = min 2 [AK bevat tenminste 1 onafhankelijke
punten van A7 .

Een eenvoudige relatie van Jarnik [5] Iluidt:
(8)  3n (K, A)¢ alK, A)e 50 (K, A)gm n (I, A).

Dit is bewezen op p.9 voor A=Y, en volgt voor het algemene geval
door een affiene transformatie.

We hebben verder een ondergrens voor het product der succes-
sieve minima, nl.

(9)  niTa (K, A) 2 23 (A) /V(K).

Voor A =Y is dit bewezen op p.14, onderaan,.

Tenslotte herinneren we aan het selectielemma van Mahler [3]
(zie 3° stelling op p.24), hetwelk we aldus uitspreken:
Lemma. Laten C, en cy twee positieve constanten zijn. Dan is de
verzameling der roosters A , die toegelaten zijn voor de bol
x| < ¢, en determinant d(A) ¢ ¢, hebben, compact.

We merken nog even op dat de essenti&le stap in het bewijs,
berustend op reductie van definiete kwadratische vormen, is dat de
roosters A een basis in een vaste bol |x]g c3 hebben. Uit het lem-
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ma en het feit dat de verzameling der roosters A, toegelaten
voor een sterlichaam S, gesloten is, volgt dat een sterlichaam
van eindig type een kritiek rooster bezit (p.24).

Opmerking. Ook de verzameling der inhomogene roosters, toegelaten
voor S, 1s gesloten. D.w.z. als f‘r~a-F en Pr toegelaten, dan ook
I' . Anders gezegd: de functie (S, A,z) = inf T(x-z) [xeA]lis
semi-continu naar boven in A en z (want " A +z toegelaten" houdt
in dat (S, A,z) 2 1).

=3

4, We behandelen enige eigenschappen van de overdekkings-
constante C(M). Allereerst geldt

Stelling 7. Voor elke L -meetbare verzameling M is C(M) s V(M).
Bewijs. Om triviale redenen mogen we onderstellen dat er overdek-

kingsroosters zijn en dat V(M) eindig is. ZiJ A een overdekkings-
rooster van M en F een fundamentaalcel van A . Daar F overdekt
wordt door de verzamelingen M+x, X € A, geldt
F= U {mx)nF} .
X e A

De verzamelingen rechts ziljn meetbaar. Dus is

It

V(F)¢ J_ V((M+x)AF) = 2_ V(M A (F+x)) .

a(n) ¢ Lo,

Xe A
De verzamelingen M ~ (F+x) zijn ook meetbaar, en bevat in M. Dus
is d(A) ¢ V(M). Uit de willekeurigheid van A volgt dan de stelling.
Bovenstaand bewijs is afkomstig van Bambah [ 4 ] . Het belang
van de stelling is vooral dat hij een analogon is van de stelling
van Minkowskil: A(K): V(3K). Merk op, dat nu geen convexiteit of
symmetrie nodig is. Het kan gebeuren dat C(M) eindig is en V(M) on-
eindig; dit 1s bewezen voor het sterlichaam lqug‘ & (vgl.stelling
van Morimoto; [6] , Kap.VI § 2). In geval van convexe lichamen is
het quotiént V(M)/C(M) begrensd.
Over kritieke roosters spreekt zich uilt
Stelling 2. Een begrensde, gesloten verzameling M, met O als inwen-

dig punt, heeft een maximaal overdekkingsrooster.

Bewijs. Zij B een bol om O die M bevat.

Uit de onderstellingen volgt dat C(M) eindig en positief is. Krach-
tens definitie is er dan een rij overdekkingsroosters Ar (r=1,2,...)
van M, zodanig dat

(10) -;—-c(M_)<d(/\P)éc(r/1), d(/\r,)-;c(lv[) als r — @ .
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Voor deze roosters is uiteraard /M(M,/\P)g 1, dus ook /u(B,AP)g 1.
Toepassing van Jarnik's relatie (8), met K=B, leert dan dat
xn(B,Ar)g 2 (r=1,2,...). legens (9) is dus

n--

2"t % (B,AL) 2 27A(AL) /V(B);

wegens (10) betekent dit dat er een constante c,> 0 is met
(/]/I) 7l/1(BpA]_,.)=>= c

1 (r=1,2,...).

De roosters Ar voldoen dus aan de voorwaarden voor A in het
4 en cy=C(M). Dan bevat de rij {A.}
een deelrij, die convergeert, stel naar een rooster A . We bewe-

lemma van Mahler, met deze c

ren dat A een maximaal overdekkingsrooster is.
We mogen onderstellen dat reeds de rij { AP} convergeert
naar A . Wegens (10) is alvast d(A)=C(M). Zij nu z een willekeu-

rig punt. Er zijn punten xq,xg,...,xp,... met

x ¢ Ar , zeMyxt  (pr=1,2,...).

Daar M begrensd is, is ook de rij {x"} begrensd.

Zij nu AP=AFY, met Ar~a-A, dan is xr=Arur, met slechts ein-
dig veel mogelijkheden voor u’. Dus een limietpunt x van de rij
{XP} is van de vorm Au, d.w.z. behoort tot A . Daar M gesloten is,
is ook z ¢ M+x. Daarmee is bewezen, dat A een overdekkingsroostg@
is, en het bewijs van de stelling voltooid. '

Hlawka [7] bewees bovenstaande stelling
voor convexe lichamen, en Bambah [ 4]in het
algemenere geval, Wij hebben hier Hlawka's
methode gevolgd. Bambah laat aan

het volgende voorbeeld zien dat

WY

de begrensdheidsvoorwaarde niet | i L -
, R s A »
maf :orden w:ggelaie:. M dehzer : E ;ﬁuégia /‘/4%23 !
eniging van de gesloten recht= : = S
. : = i
hoeken M_, M, -M, (rz1), I el et i
s
waarbij ////
Moo x qu 1%, 4 2222
o’ 112 2!=7 s
1 -r 71 ~-r-11 <
M, : x(1-2 Jéx 55(1-2 ),
1 1 o
r- 'é- g X2 £ r+ 5 . ,
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In dit voorbeeld is C(M)=1 en wordt door de lichamen M+(0,m)
(m geheel) Jjuist de open strook !x1\< % overdekt.

1@l kan men, als M niet begrensd en C(M) eindig is, een rij
maximale overdekkingsroosters van begrensde delen van M nemen, en
zo een rooster A construeren, zodanig dat d(A)=C(M) en de niet
door M+ A overdekte punten een verzameling van de maat O vormen.

5. e gaan nu de inhomogene determinant A '(M) bestuderen.
Als M begrensd is, dan is zeker A'(M)=0. Macbeath [87] beuijst
zelfs
Stelling 3. 4ij M een verzameling in Rn en laat bij elke £>0 een

strook T, begrensd door evenwijdige hypervlakken, bestaan, zodanig,
dat M\NT 4L-maat <¢ heeft. Dan is A'(M)=0.

Bewijs. Z1j €>0 gegeven en laat het deel van M buiten de strook

fxqig R, K -maat <§1g hebben. We beschouwen het rooster A met ba-

3

{ 4re’, 4Re£,e3 el } (et=(s

sis
1129500+ s%50))

Zij F de fundamentaalcel van A, gegeven door

[l s2R , Ixpligh s Ixglsg (i=3,%,....0).

z1j verder F, het deel van F bulten de strook }qug R, F, het deel

1 2

4 overdekt door de verzamelingen M+x, x € A . Dan 1s

g - 1

=%, F, meetbaar en V(Fg) <z

Dus F2 valt niet samen met Fq, Nemen we nu een punt z € F{\Fg, dan
heeft het inhomogene rocoster A +z geen punt in M. Daar d(A)=¢£ en

van F

d(M=e , V(Fq) =

& willekeurig was, volgt hierult de bewering.

e kennen reeds een voorbeeld in R, waarbij A4 '(M) een ein-
dige, positieve waarde heeft, nl. het sterlichaam S: }x1x2...xn! s 1.
Daarvoor is A'(S)2 ¢2n (zie pp.32 en 34), Anderzijds is A'(S)
eindig, omdat het 1nhomogene rooster ' der punten x met

% o= 2ug+ (u:.L geheel, i=1,2,...,n)

toegelaten is; daar het determinant 2" heeft, is dus A'(S) s ol
In het geval n=2 is A'(S)=4, en zijn bovendien alle minimale toe-
gelaten inhomogene roosters bekend: het bovenstaande rooster [ en
alle roosters die daarulit ontstaan door een automorfie van S.

Men kan gemakkelijk een sterlichaam T in R2 aangeven, waarvoor
A '(T) eindig en positiel is en er geen minimale toegelaten roosters
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zijn. Swinnterton-Dyer [93 geeft als voorbeeld

. . g
(12) T 1)(,1}{2! ¢ 1 +—-——2—:——? .
X, T+
1 2
Het bevat het sterlichaam S :) qug\gﬂ in zijn inwendige. Als r z1

is, dan is het inhomogene rooster PP der punten

x = ((2u,41) (vt 2), (2uge1)3)

zeker toegelaten voor T. Want voor u1=u2=0 is x,x% =1+P'2 en

172
x12+x22> re, dus XAiT, en voor de overige punten x van Pr is
2 2
lx x5 > 3 en x, %4x,

d(PP) = 4(14r”

> 1, dus evenzo x §T. Verder is
2)w+4 als r—o00,

Hieruit en uit de genoemde eigenschappen van S volgt dat A'(T)=4
en dat er geen minimale toegelaten [ zijn.

Men kan een elgenschap van de gewenste aard krijgen als men
aan M een aantal tamelijk stringente voorwaarden oplegt. Als M een
willekeurige, niet-lege, open verzameling is, dan verstaan we on-
der de buitenrand van M de afsluiting van de verzameling der pun-

ten x, die randpunt zijn van M en tevens randpunt van de doorsnee
van M en het segment ox. Er geldt nu (zie [9])
Stelling 4. Zij M een onbegrensd, open gebied en onderstel

19, op elke rechte door een punt van de buitenrand R van M
ligt een punt van M.

2°, M is automorf, d.w.z. laat een groep van automorfie&n A
toe, zodanig dat bij elk punt x € M een automorfie A bestaat, waar-
voor Ax in een vaste bol |z|sz p ligt.

Dan is A'(M) niet nul, en als A '(M) eindig is, is er een mi-
nimaal toegelaten inhomogeen rooster (met een punt in R).
Bewijs (schets). Allereerst kan men uit de voorwaarde 1° en de
voorwaarde dat M open is, door compactheidsoverwegingen, afleiden
dat er een getal J»> 0O bestaat met de volgende eigenschap: elke
rechte door een punt X €R met |x ]z p bevat een lijnsegment ter
lengte J , dat geheel tot M behoort.

Vervolgens kan men bewijzen dat A'(M)=inf 4&(I"), genomen over
de toegelaten roosters [ die voor elke ¢3>0 een punt x bevatten met

X = Ay, Tgnrzgl+e, v eR.

Wegens 29, mogen we hierbij nog eisen |yl¢ p.
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Bovenstaande roosters bepalen homogene roosters die toege-
laten zijn voor de bol |x|¢ J . Dus is A '(M) niet 0. Zij nu A'(M)
eindig en iérl een nulrij. Dan bestaat een rij toegelaten inhomo-
gene roosters PP= AP+XP, zodanig dat

1) A, is toegelaten voor |x|¢d en d(PP)=d(AP)—*A'(M)

r r r
2) x' =Ny met TsA_ £+ €, |V |5 P

r

Op de rij {AP} passen we het selectielemma van Mahler toe. Ook
geldt dat een deelrij van {XP} convergeert., Dit voert ons tot een
inhomogeen rooster [' = A+x, met determinant d(l')= A'(M), dat toe-
gelaten is voor M, terwijl x ¢ R. Daarmee 1s de stelling bewezen.

6. e geven nog een toepassing van Jarnik's relatie (8), met
A=Y, en wel een bewijs van de stelling van Kronecker. In het een-
voudigste geval zegt deze stelling: als 6 een irrationaal getal 1is,

dan liggen de getallen van de vorm u,8 - u, overal dicht op de ge-

/}
tallenrechte. Algemener geldt

Stelling 5. Laten m en g natuurlijke getallen zijn, en zlj n=m+q.

Laten verder gegeven zijn g homogene lineaire vormen

Li(X1’X2’°"’Xm) = K X HE Xt ko X (i=1,2,...,4).

m
Onderstel dat de n vormen Lq(xq,xz,...,xm),...,Lq(xq,xz,...,xm),
RKysKps oo sXy onafhankelijk zijn over de ring der gehele getallen.

Dan bestaat bij elk getal £>0 en elk stelsel van g re€le
getallen ﬁq,ﬁz,,..,pq een roosterpunt u=(u1,u2,...,un), zodanig dat

(13) } Li(uq,ug,...,um) - By - um+i‘< £ (i=1,2,...,49) .

Bewiljs. Zi] 54 een positief getal < &¢mn en zij r een nader te kiezen

groot positief getal. “ij P het parallelotoop, bepaald door

(1%)
ILi(Xﬂ’XQ”"’Xm)"Xm+i’é &, (1=1,2,...,0)
De n vormen Li(xq,xg,...,xm)uxm+i, Xj zijn kennelijk onafhankelijk.

Dus is P begrensd, convex en O-symmetrisch, met O als inwendig punt.
Laten we eerst eens aannemen dat P bij geschlkte keuze van r

een stelsel van n onafhrnkelijke roosterpunten bevat. Dan is

%h(P)é 1. Wegens (8) dus 4(P)%3n<n, Dus Y is overdekkingsrooster
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van nP., Dus bij elk punt

z = (OJOJ o e -:O:ﬂqsﬁg) . -:/3q)

bestaat een roosterpunt u met z+u ¢ nP. Dan is
| Ly (g v uiy) = By - Vg |

nei U] s 05 (1=71,2,000,0).

= | Ly (z +u,s .02 40 ) -2
e bewijzen tenslotte bovenstaande aanname, met een redene-
ring, in ander verband toegepast door llenkow [10 , lemma 1] . De

q vormen Mi(x)=Li(x1,x2,..,,x ) zijn onafhankelijk, en krach-

-L_ .
tens de voorwaarden van de stglligglis géén lineaire combinatie
E:niMi(x) (ni geheel, niet alle O) een vorm met gehele co&fficién-
ten. We kiezen nog m-1 vormen Mq+1(x)"°"Mn—1(X)’ zodanig dat ook
het totale stelsel de zojulst genoemde eigenschappen bezit. Bij
een willekeurige gehele vorm Mo(x) bestaat dan een positief getal

£y % Eqs zé dat het parallelotoop

Iu () l<e,  (1=0,1,...,n-1)

geen roosterpunt u#0 bevat. Kiezen we een roosterpunt u£0 in de
strook [Mi(x)]<go (i=1,2,...,0), dan is dus zeker Mo(u)%o.

Door dit herhaaldelijk toe te passen, steeds met geschikte 60,
vinden we een riJ roosterpunten uq,ug,.,.,un in de strook
jMi(xﬂ< £, (i=1,2,...,q), opvolgend buiten de vlakken

Uqq Yo ¥y

u X
X, = 0, u11 Xﬂ = 0, Upq Uop Kol o 0, enz,
21 1 u u,, X
31 732 73
(hierbij zijn UggsUpgs--.ou 5 de cobrdinaten van ut). Dan zijn de

ut onafhankelijk. Voor geschikte r liggen ze in het parallelotoop

(14). Daarmee is de aanname bewezen, en het bewijs van de stelling
voltooid.

Gewoonlijk wordt stelling 5 ruimer geformuleerd (zie [6] s
Kap.VII, %2). Men laat dan de onafhankelijkheidsvoorwaarde voor de
vormen Li weg, maar eist dat Z:nrﬁi een geheel getal is telkens
als Z:niLi een vorm met gehele co&ffici&nten is. Deze vorm van de
stelling kan gemakkelijk tot de vorige teruggebracht worden.
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